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3. Calcul intégral

3.1. Primitives et intégrales

Définition 3.1. Une fonction F, continue et dérivable sur une partie A de R est dite primitive
d’une fonction f sur A, si elle admet f pour dérivée sur A, soit la relation :

F'(z) = f(x) pour toutr € A.

Quelques exemples:
o [ : x s €3 est une primitive sur R de f : x +— 337,
o I : x> 23/3 est une primitive sur R de f : z+— 22

e F' : x> sinx est une primitive sur R de f : z — cosz.

e ' : x> cosx est une primitive sur Rde f : z— —sinz.

Théoréme 3.1. Si une fonction f admet une primitive F sur une partie A de R, nous avons
alors :

1. f admet une infinité de primitives sur A, et ce sont toutes les fonctions G définies par :
G(z) = F(x)+C pour toutr € A,
ou C' désigne une constante arbitraire.

2. f admet une unique primitive Fy sur A qui prenne une valeur donnée yo en un point xg.

Démonstration. Considérons deux fonctions arbitaires F; et Fy telles que F| = f et Fj = f,
alors (Fy — Fy) = F{ — F}, = 0. On rappelle I'inégalité des acroissements finis. Si h est une
fonction dérivable, et si pour tout z, |h'(z)| < M, alors, pour tout a et b,

|h(b) — h(a)] < M |b— al.

En posant h = Fy — F5, on a M = 0, donc h est une fonction constante sur A.

Pour 2, on choisit F' une primitive (quelconque) de f. Toutes les primitives possibles s’écrivent
donc F(x) + C, on doit donc avoir F(zp) + C = yp. On a donc une unique solution, avec
C =yo — F(xo). ]

Exemple. Toutes les primitives de f(z) = 322 sont de la forme F(x) = 23 + C, Fy(x) = 23 + 1
est celle qui passe par (1,2).

Une utilité des primitives : le calcul des intégrales. Considérons une fonction f continue
sur un domaine Dy et [a,b] C Dy. Pour calculer I'aire sous la courbe de f sur [a,b] (signée
positivement sur la ou les zones ou f est positive, et négativement sur la ou les zones ou f est
négative...faire un dessin), on utilise une primitive F' de f, en utilisant la formule de I'intégrale
entre a et b de f,

b
[ e = (F@) = FO) - Fla)
a
Remarque 1. Notons que le choix de la primitive F' n’a aucune importance, puisque si I’on

prend une autre primitive F'+ C, C € R, on trouve le méme résultat (ff f(x)dx = F(b) + C —
F(a) - C).
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Remarque 2. Lorsqu’on écrit les bornes d’une intégrale, celle qui est écrite en bas est par
convention plus petite que celle qui est en haut, mais ce n’est qu'une convention et on a le droit

d’écrire en toute généralité que
b a
[ s =~ [ s
a b

La formule liant intégrale et primitive est admise. On peut toutefois la vérifier sur quelques
exemples.

1. fab Adt, A € R. L’aire du rectangle est égal & C'(b— a).

2. fab Atdt, A € R. L’aire du rectangle et du triangle donne la formule.

3. Pour x > 0, on définit Inx comme la fonction telle que In(1) = 0 et In(z) est aire de la
zone située sous la courbe y = 1/t, entre 1 et z. Si xy < z, on voit que Inz — In z( est l'aire
de la zone située sous la courbe y = 1/x, entre zy et . On a donc I'encadrement

T — X0 T — X0

< Inz—Inzy <
x Zo

Donc la fonction In est continue sur R, et

Inz —1 1
W'(zy) = lim -0 1
T—x0 r — X0 i)

La fonction In est donc bien la primitive de 1/x qui passe par 0 en 1.

Relation de Chasles pour les intégrales. Si c est un réel strictement compris entre a et b,

on peut écrire , \
[ t@ o= [ f@ do+ [ fa) do

Proposition 3.1. (Linéarité des intégrales) Soient f et g deux fonctions continues sur un
intervalle [a,b], de primitives respectives F' et G, et X un réel. On a alors

A%#g /f dx+/ g(@)de, et LMf A/f

Démonstration. Il suffit de remarquer que si F' est une primitive de f, et G une primitive de
g, '+ G est une primitive de f + g, et AF" une primitive de Af, donc

b b b
/v+mwm=wwmmmﬂﬂm%«mmz/ﬂ@m+/mwm

et

b b
/ M (z)dz = [MF)(2)]2 = AF(b) — AF(a) = M\[F(x)]% = )\/ f(z)dz. w
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3.2. Quelques primitives classiques

On propose de rappeler dans cette section quelques primitives classiques (a connaitre donc!) en
précisant a chaque fois leur domaine de définition.
Notation. On peut utiliser le signe intégral pour noter les primitives de f, sous la forme

/%f@Mt—F@y+C,(?eR,

ol F est une primitive particuliere de f. Dans certains livres de DEUG, les primitives sont
notées simplement [ f(z)dz.

o/ldt—x+0, D =R.

T

1
. tdt = —— 22T 4+ C,sia € R, a # —1, D dépend de a.

a+1

1

./ Sdt=lnle|+C,  D=R"
x

./ eddt=e"+C, D=R.
x

o/costdt:sinm—i—C, D =R.
x

o/ sintdt = —cosx +C D =R.
o1

o/ ——dt = arctanz+C, D =R.
1+t

3.3. Intégration par parties

L’intégration par partie est basée sur la formule de dérivée du produit. Soient v et v deux
fonctions dérivables sur un méme domaine D, on rappelle que

(wv) = v'v+uw' < uw' = (w) —u'v.

On en déduit la formule d’intégration par parties pour les intégrales.

T

Exemple 1. Trouver les primitives de la fonction f(z) = x cosx. Pour calculer / tcost dt, on

a
pose

ult)=t , u'({t)=1
v'(t) =cost , wv(t) =sint.

En appliquant la formule d’intégration par parties, on obtient

xX x
/ tcost dt = [tsint]; —/ sint dt
a a

= gsinz +cosxz + C.
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Exemple 2. Primitive de la fonction In: En posant u(t) = In(¢) et v'(¢) = 1, on obtient

x x 1
/lntdt = [tlnt]g/ t dt

= gz —-—a2+C.

T

Cette méthode a de 'intérét dans la recherche de primitives de fonction du type f(x) = P(z)e
ol P désigne un polynome de degré n.
3.4. Intégration par changement de variable

Soient u une fonction dérivable a valeurs dans un intervalle J, et g une fonction de J dans R
ayant pour primitive G. On rappelle que

ou) = ocu)u = (gou)u.
G / Gl / !/
Si la fonction f & intgrer est de la forme (gou)u’, on peut directement exploiter cette remarque,

puisque

b b u(b)
[ sy de= [ gluu' e at = Gute)lt = G = [ gls)ds

b
Exemple 1. Calculons / et costdt. On reconnait la formule, avec g(x) = e* et u(t) = sint,
a

donc
b ) (b sin(b)
/ S cost dt = [emnt]g = [es]sm( ) — / e’ds.

sin(a) in(a)

Pour se souvenir de ce calcul, on pose s = sint, ds = costdt, et on remplace les bornes de
I'intégrale (¢ allant de a a b, s va de sina a sinb).
X

Exemple 2. Calcul de / cos(wt + @) dt. On pose s = wt + ¢, ds = wdt, donc
L 1
/ cos(wt + ) dt = —sin(z + ¢).
w
b
Exemple 3. Calculons / T+ dt. On fait apparaitre la formule en utilisant la linéarité de
0

b b
t 1 1
o 1+t 2 Jo 1+ (12)

On pose donc s = t2, ds = 2tdt, et

b b2 2
t 1 1 1 > arctan(b®)
— _dt== —— _ds= - [arct b T
/0 1+¢4 2/0 g2 08 = g larctan(s)lg 2

Iintégrale

La formule de dérivation de la composée permet aussi de changer la forme de l'intégrale a
calculer, en espérant trouver quelque chose de plus simple a calculer. C’est le but du changement
de variable. Pour cela, on procede de la facon suivante.

Soient I un intervalle ouvert, f une fonction de I dans R, on cherche a calculer [ f(t)dt. Soit
u une fonction de I dans R, strictement monotone, continue et dérivable telle que u'(z) # 0.
Comme dans ’exemple de la fonction arctan, on a vu qu’une telle fonction admettait une fonction
réciproque dérivable notée v. On a donc (v ou)(z) = =.

Posons g = (f ov)v'. Montrons que si G est une primitive de g, alors G o u est une primitive
de f. Pour tout x € I, on a

(Gou(@) = glu(@)(x).
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Or
glu(z)] = (f ov)(u(@)) v'(u(x)) = f(z) (v ou)(x).
Donc

(Gou)(x) = f(z) (v ou)(z)u'(x).

On reconnait la dérivée de v o u, qui est égale a 1, donc
(Gou)'(z) = f(z).

On peut donc maintenant écrire

u(b)

b
/ﬂwﬁ=WW®M=W@m35A)UMWW®M

C’est la formule du changement de variable pour les intégrales. Pour la retrouver, il suffit
d’introduire la nouvelle variable d’intégration s = u(t). On pose

t = w(s)

dt = v/'(s)ds

et si t varie de @ — b on traduit cette variation sur s en disant que s varie de u(a) — u(b). On
obtient bien la formule démontrée plus haut, c’est a dire

b u(b)
/#wﬁz/ F(o(s))0/(s)ds. (1)
a u(a)

Il est tres important de noter que, pour effectuer ce changement de variable, la fonction u
doit
e étre définie sur le méme domaine que f,

e strictement monotone,

e dérivable et de dérivée non nulle.

Exemple 1. Soit a # 0. Calculons

T t2
————dt, x > 0. On pose s = u(t) = /1 +t. Pour
/0 Y1+t P ®)
t > —1, c’est une fonction strictement croissante, on peut donc effectuer le changement de
variable. On a t = u(t) = s> — 1. On en déduit que dt = 3s%ds, d’ou

T 42 Y10 (s —1)2. Y10 . )
—dt = ——3s“ds =3 s? —1)"sds,
/0 V1+t /1 s /1 ( )

qui se calcule facilement (primitive d’un polynoéme).

Exemple 2. Calcul de dt, x >0, x # 1 (le domaine de f est D =R \ {1}).

£ 1
I
On propose de poser le changement de variable s = v/t pour tout ¢ du domaine. On a donc
t = 5% et dt = 2sds. 1l vient alors

Ensuite, on remarque que
2 2 1 1

(1-52) (1+4+s)(1—-s) (1+s) (1-s)

donc la primitive cherchée est

hﬂ‘l—i_\/:E +C.

NG
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3.5. Intégration des fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est une fonction du type :

P(x)
Qz)’

ou P et ) sont des polynomes a coefficients réels. On considere par la suite que le coefficient du
terme de plus haut degré de ) vaut 1. Pour trouver les primitives d’une fraction rationnelle, il
faut la décomposer en somme d’un polynéme et de fraction rationnelles simples dont on connait
les primitives.

fz) =

Définition 3.2 Soit P/Q une fraction rationnelle
1. P/Q est dite irréductible si les polynomes P et QQ n’ont pas de racines en commun.

2. Les péles d’une fraction rationnelle irréductible P/Q) sont les racines du polynéme Q.

La méthode. On admet que ) peut toujours s’écrire sous forme de produit de facteurs
irréductibles sur R, c’est a dire

Q(z) = (z—a)" (& —ap)™ x (@ + prz +q))™ - (2° + pz + @)™,
ol
e les a; sont les racines réelles distinctes du polynéme ), d’ordre de multiplicité n;,
e ct les (z2 + pjz + ¢;) sont des polynomes distincts de discriminant négatif.

Dans le cas ou deg(P) > deg(Q), on opere la division euclidienne P = EQ + R, ou E, Q
et R sont des polynomes a coefficient réels avec deg(Q) > deg(R) (R est le reste de la division
euclidienne). Ainsi P/Q = E + R/Q (et E est facile a intégrer!). Il reste donc a intégrer une
fraction rationnelle ou le numérateur a un degré inférieur a celui du dénominateur.

On admet que toute fraction rationnelle (irréductible) du type R/Q peut s’écrire de maniere
unique sous la forme

R(x
() 1@+t Sulo) + Tiw) +- + Tia), @)
Q(z)
oules S;, © = 1,--- ,k, sont des éléments simples associés respectivement aux poles a; de
multiplicité n; tels que
Aq Ay A,
S. - S N
(@) T — a; * (x — a;)? + (x — a;)™
et les T}, j=1,...,1, sont des éléments simples associés aux facteurs x? + pjx + q; d’ordre
m; tels que
Bixz+C Box + C Bp.x 4+ Chn.
T](x): 21 1 + 5 2 2 2+'..+ QmJ m‘jmv_
?+pjr+q (2 +pir+g) (2% 4 pjz + q5)™

Le probleme est de déterminer tous les nombres réels A;, B;, et Cj.

374

x2—1

Exemple 1. Cherchons une primitive de f(z) =

On commence par la division euclidienne:

1

2
= + 1+ .
f(x) x 1
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Ici, il est facile de voir que

I | 1 1
2-1 2\z—1 z+1)°

Donc les primitives sont

3 1 —1
F(z) = %+x+§ <ln:§+1:>+C, CeR.

622

, o . Lt r =3
La décomposition en éléments simples est donné par

Exemple 2. Cherchons une primitive de f(x)

62 a bx + ¢

(r—1)(22+22+3) x—1+x2+2x+3'

e Pour trouver a, on multiplie les deux membres de I’equation par (z —1), et on prend x = 1.
On a donc a = 1.

e Pour trouver ¢, on prend x = 0, et on trouve ¢ = 3a = 3.

e Pour trouver b, on multiplie les deux membres de ’equation par z, et on fait tendre x vers
400. On trouve a + b =6, donc b = 5.

On a donc obtenu
62 1 5x + 3

(z—-1)(z2+22+3) =x-1 T @213

Pour calculer 'intégrale du deuxiéme terme, on a

5T + 3 5 2zx+2 2

22420 +3 222420 +3 22422 +3

Pour calculer la primitive du dernier terme, il faut faire apparaitre la dérivée de arctan:

/w dt _/l‘ dt
24+2t+3 (t+1)2+2

Py

On fait le changement de variable s = (t +1)/v/2, et

x+1

/l‘ dt 1 [V ds

24+2t+3 2 s24+1°
On peut donc maintenant donner la primitive cherchée

r+1

5
Inlz -1 +lnx2+x+1—\@arctan(
o= 1]+ 3 1n| | 7

)+Q C eR.

$4

(x+1)(x—1)2(22 + 2+ 1)
La décomposition en éléments simples est donné par

Exemple 3. Cherchons une primitive de f(z) =

x4 a b c dr + e

D@12 +2+1) 241 @) @12 T @rar1
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e Pour trouver a, on multiplie les deux membres de I’equation par (z+1), et on prend x = —1
(la racine du polynéme x + 1). On a donc a = 1/4.

e Pour trouver c, c’est la méme méthode, on multiplie par (z — 1)?, et on prend = 1. On
a donc ¢ = 1/6.

e Pour trouver d et e, on recherche les racines complexes du polynéme 22 4+ 2 + 1. On sait
que c’est j et j = j2. En multipliant les deux membres de I'equation par (22 +z + 1) et en
prenant succesivement x = j et = 52, on obtient

. j 1 P 5 I
di+e=——"———=-—5=°> et di+te=—5—F=—=".
J —3i(j+1) 352 3 J —372(2+1) 35 3
En soustrayant les égalités, on obtient d = 1/3, puis e = 0.

e Enfin, pour trouver b, on utilise une technique de passage a la limite. On multiplie pour
cela les deux membres de I’equation par x, et on fait tendre x vers +o0o. On obtient

1 =a+b+d,

donc b=1—- (a+d) =5/12. (Remarque. On peut aussi prendre une valeur particuliere
pour z, par exemple z = 0, ce qui conduit & 0 =a — b+ ¢+ e, et on retrouve b = 5/12.)

On a donc obtenu

xd 1 5 1 T

Gt D@12 @ +a+1) e+ 121 T6@-12 "3@ratD)

Le dernier terme est le seul a poser probleme. L’astuce classique consiste a reconnaitre au
numérateur le début de la dérivée du dénominateur.

T _1 2v+1 1
24+x+1 2\ 224zx+1 2242+1)°

Pour calculer la primitive du dernier terme, il faut faire apparaitre la d‘érivée de arctan:

/mldt - / ! dt
24+t+1 B (t+1/2)2+3/4

— / L
3 ( (2(t+1/2)
4((v@) *Q

On fait le changement de variable s = (2t 4+ 1)/v/3, et

2x+1
/“” 1 gt 2 /\/5 1 d
e S—— = — ———ds.
2+t+1 V3 s2+1

On peut donc maintenant donner la primitive cherchée

1 5 1
-1 11+ =1 -1 -
4n]x+ ]+12 n|z—1| G

1 1 2 1
———+ —In|2® + £+ 1| — —= arctan vt +C, CeR.
(x—1) 6

3V3 V3
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